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Abstract 
We study relationships between the semi-invariant and it's automorphic form， then we ana-
Iyze the series of differential equations which make constraints on the automorphic forms. 

In this time we take note of the single variable automorphic form (Fuchsian function) 

which plays important role in studying the arithmetic of algebraic nummber fields. We 

argue also asymptotic problem on the element of automorphic form. 
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である.rが Fuchs群であるとき mを整数として， u上

Sec 10 保型形式と保型関数体 の有利型関数fU;)がFの任意の要素 γに対してfl[γ]m二f

をみたすならfU;)はFに関する weightmの保型形式
ここで， GL(2， R)の要素 αに対して上半平面U上の零 (weight mのr保型形式)となる. weight mのF保型形式

点を持たない正則関数ゆ(α，s-) =α21S-十α22を導入する.こ 全体を Dm(r)で表そう.もちろん Dm(r)はC上のベクトル

のとき 空間であり

ゅ(αβ，S-)二φ(α，βS-)・ φ(β，S-)， 
ct(α， S-)二1/ゆ(α，α1S-)，

d(αS-)/dS-二det(α) /[φ(α， S-)]2， (1) 

Im(αS-)二Im(s-)・ det(α) /1 ct (α， S-) 12， 
ct(α， S-) /ゆ(β，S-)二const. qαβ1εGL(2， R) 

Fコr' 宇 Dm(r)CDm(r')， 

fE三Dm(r)，gεDn(r) 今 fgEDm+n(r)，

fεDm (r)，αεGL(2， R) 

キ fl[α]m巴 Dm(αlrα)

(3) 

である.第 1種の Fuchs群 rにおいて， Dm(r) (m :整数)
である.ところで，ある整数m に対して， u上の任意関数 により生成される加群:

についての GL(2，R)の要素 αの作用は

{jl[α]m}( S-)二det(α)".J: ct (α， s-)-mf(αs-) (s-ξu) 

(2) 

で与えられる.よって， (J)よりただちに，f I[αβ]m= (j 
1 [α]m) I[β]m (α，βξGL (2， R))が成り立つことが分かる.

(2)でαがスカラー要素である場合は

fl( ~ ~)ニf(α刈 f|(711)二(円

D(r) 二~ Dm(r) 

は環をなすことは(3)より明らかである.次にrの要素 α，
βについてゆ(α，s-) =φ(β， s-)特αβ1ξF∞である.いま，

r/uの測度 v(r/u)は有限であり， roo/uの測度は有限では

ないので roo/rは無限集合になる.よって Fの要素の列

{Yk}k'二回として kヰhのとき φ(γk，S-)ヰφ(γh，S-)となるよ
うに選べる.こうしたとき，fmEDm(r) (M壬m壬N)が
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五ん=0

なる関係を満たすとすると，任意整数kに対して

N N 

Eん(同)二λφ(和S-)m，五(S-)二O

型であると表現する.同様に gがOで正則のとき， Dm (r) 

(4) の要素/(S-)がFのcuspaにおいて正則であるという.mが

奇数のときには/2がFのcuspaにおいて有理型であるとき
にfはαで有理型である，正則のときfは Gで正則である
という. Dm(r)の要素fがrのcuspaで有理型であるとし，
μG二∞である SL(2， R)の要素μをとる.mが偶数である

場合，g (η)を(6)で与えられる有理関数としこれの原点にお

ける Laurent展開を
が成り立つ.この関係式はんは)(M孟m孟N)についての U

上の有理型関数を係数に持つ 1次方程式であるが， kがM三E
f!(η)=Z:;ak・ηk (aNヰ0)

m壬Nの範囲で動く時，これら(N-M)個の式は/m(S-)(M三 E η k~N η 

m三N)に関する斉次連立方程式に他ならない.この係数行

列の行列式は で表すと十分大きな正の数 lをとって， {sEUllm(s-)>!}に

おいては
N 

det[ゆ(Yk' S-)m]土 kFM6(?h t)M. 

zJ4(ぃS-)φ(戸S-)} (jl[μl]m) (S-)二五ak叫 (27l'ikS-/ε) (7) 

が成り立つ.次に mが奇数である場合については， /2 
で与えられる.これは U上で恒等的に零ではない正則関数 1 [μ1]2m二(jl[μ1]m) 2が(7)のかたちに展開されること，およ

であるから び

fk二 o (M三三m三三N) (5) (jl[μl]m) (S-十ε)=:t(jl[μl]m)(S-) 

(ことは Gの正則性の正負)

である.つまり， D(r)は次元付きの環なのである.つぎに，

Fが放物的尖点cuspaをもっ場合について SL(2， R)の要素 であることより，十分大きな正の数 lをとれば， {s-EUllm 

μをμG二∞であるようにとると，正数 εが存在して (S-) >!}においては
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とできる./(S-)が Dm(r)の要素であるならば/I[μl]mεDm

(μrμ1 )であるから mは偶数であるように選べる.このと

き， (jl[μ1 ]m) I( = ~)二/I[μ -l]miß成立するので
r- - '¥ 0 1/ 

(jl[μl]m)(S-十ε)= (jl[μl]m) (S-) 

となる.よって Sを原点Oを中心とする単位円盤とすれば

S-{o}上の関数g(S-)が定義できて

g (exp{2 7l'i s-/ε}) = (/I[μl]m) (S-) (S-EU) 

とできる.しかも fがU上有理型であるのだから gはS

{o}上の有利関数なのである.

さて， mが偶数である場合この関数gが原点Oで有利型

であるとき， Dm(r)の要素/(S-)がFのcuspaにおいて有利

(6) 
(jl[μl]m) (S-)二忍ωxp(2πikS-/ε) (aNヰ0) (8) 

ここに kに関する和は cuspaが正則，非正則のそれぞれで

kミNにおける偶数，奇数にわたる和である.

(7)および(8)の右辺は{sEullm(s-)>1}において広義一様

に絶対収束し，さらに/(S-)がUで正則ならば U全体で広

義一様に絶対収束する.また

fが αで正則 ∞ N~三 0 ， /が Gで零点を持つ

持 N>O

であることは明らかである.

さてここで， rが第一種の Fuchs群であるときに以下の
3個の C上のベクトル空間を導入する;

Am(r)二{fEDm(r)1/はTのcuspで有理型}， 
Jm(r) ={f E Dm(r) 1/はU上およびFのcuspで正
則}， 

Pm(r)ニ {fεDm(r)l/はU上で正則でFのcuspで
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零点を持つ}.

Am(r)， Jm(r)それぞれの要素は Fに関する weightmの有

理型保型形式および正則型保型形式であり， Pm(r)の要素は

rについての cusp形式とよばれる.包含関係は一般に Pm

(r)亡Jm(r)亡Am(r)と Dm(r)であるが，もし rが尖点をも

たなければPm(r)二Jm(r)， Am (r)二Dm(r)である.さらに，

fEAm(r)， f 宇oならば f-lεAk(r)，
fιAm(r)， g己An(r) 今 fgEAm+n(r)，

fE三Jm(r)，gEJn(r) キ fgEJm+n(r)， 

fE三Jm(r)，gιPn (r) 二争 fgE Pm+n (r)， 

であることも分かるので， D(r)が次数付きの環であること

を考慮すれば

A (r) 二 ~Am(r)， J (r) ~ ~Jm (r)， P (r) 二 ~Pm(r)
mη1  

で定義される A(r)，J(r)， p(r)は次数をもった環である

ことが分かる.とくに m二oの場合:Ao (r)は体であるので，

その要素を Fに関する保型関数， Ao(r)自体を保型関数体

とよぶ.fがFに関する保型関数であるとき fl[γ]0二f(γc)

であるのでfはr/u上の有理関数 τによって f(と)二τoo'r
(c)と表わされる.ここにo'rはUから r/uへの自然な写像

である.またfがFの尖点で有理型なので τはコンパクト
Rieman面 Ar上の有理型関数である.反対に， τES(Ar)に

ついてf(c)=τoO，dc) (cεu)とU上の関数f(c)を定義す

れば，fEAo(r)であるから S(Ar)とAo(r)は T一→ '('00，1'

により同型な体である.

つぎに， rが第一種の Fuchs群のときについて， rの任

意の有限指数部分群を r'とする. Pm (r)の要素も Dm(r)n 
Pm (r')の要素も U上正則であって， rの任意の要素 γに対
しfl[y]m二fが成り立つ.よって Fがcuspを持たなければ

Pm(r)二Dm(r) n Pm (r')である.これは rがcuspを持つ場
合にもいえる.なぜなら， rがcuspaをもっとすると， αは

r'のcuspでもある. SL(2， R)の要素 λと正数 E を(6)のよ

うにとり p二[ra• {士l}: ra・{:tl}]を考えると pは有限の
量であって

ra，u-l・{士l}寸:t(~ャ)ikEZ}

となる.いま Pm(r)のひとつの要素fをとると

(jl[μl]m) (c)二呂ak叫 (2πikc/e;)

二 210k叫 (2πipkc/pe)

なのでfEPm(r')である.ぎゃくにfが Dm(r) n Pm (r)の
要素であるとすると(jI[μl]m) (c) = L;akexp(2nikc/pε)で

あるが，fはDm(r)の要素なので(jI[μl]m) (C+e)二(j
I[μ 1)m) (c)であるのでkとpが互いに素ならば ak二Oなの

で，これは(jl[μl]m)(c) = ~akPexp(2nikç/ε) を与えるこ

とになってfはPm(r)の要素でもある.つまり Pm(r)=Dm

(r) n Pm(r)なのである. Am(r)， Jm(r)についても全く同
様にして

Xm (r) = Dm (r) n Xm (r')， Xm (r) CXm (r') 
(X二 A，J， p) 

であることが分かった.

(9) 

ここで，f (c)はDm(r)の要素である U上の正則関数であっ
て，Im(c)→ 0のとき f(c)ェO[lm(c)-A]なる正数 λがとれ

るならf(c)εJm(r)であり.さらに， λ<mであるならf
(c)εPm(r)である.このことは， r/uがコンパクトである

ときは自明であるが， rが cuspを持つ場合については示す

必要があろう.aをFの実軸上にある cuspとする. SL(2， 

R)の要素μでμo ∞となるものをとり，正の数 E を(6)で

あたえるとき

(jl[，u-l]m) (c)二Z∞ak• exp(2nikc/ e) (cEU) 

なる U上で広義一様に収束する級数に展開できる.係数 ak

はUの点c。を同定すれば

ak二 lU'OH(jl[μ l]m) (c)・州 2πikc/ε)・dc/ε

で与えられる.ここで(μ1)21宇Oであるので，いま， IRe 

(c) I亘e/2において Re(c)に関しては一様に(jI[μl]m) 

(c) =f(μ lc) /[<;6 (μ 1， c)]m二 O[Im(c)λm] (Im(c)→∞) 

が成り立っている場合である.よって上記の積分において

む=iy-d2としてやればIakl二O[yA-m • exp (2πky/ε)] (y 

→∞)となるので， k<Oならば仇二Oであり，さらにもし

λ<mならばα。=0である.ゆえにf(c)はαにおいて正則
で， λ<mならばαで零点を持つことがわかる.ただし，も

し∞がrのcuspであっても rは第1種の Fuchs群であるか

ら，実軸上に∞と同値な cuspを持つのでf(c)はrの任意
のcuspで正則であり， λ<mならばrの任意の cuspで零点
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を持つことが示された.このことから次の定理が示される;

定理 10・1: Dm(r)とその要素jCr;)について

j (s)ξPm(r) 件 j(s)[lm(s)]号が Uで有界.

(証明)まず，←は証明済みであるので→を示せばよい.g 

(s) =lj(s)1・1m(s) m/2とかくと g(ys)二 g(s)が任意の γ

(εr)において成りたつから g(s)はr/u上の連続関数とみ

られるので， r/uが compactなら g(s)はr/u上で有界で

ある.いま， rが cuspを持つ場合をかんがえる.g (s)は

r/uのcompactな任意の部分集合上では有界なのであるか

ら cusp近傍で有界のことを示せば十分である.rの任意

のcuspaをとり， μεSL(2，R)をμαニ∞でトある要素とする.

11 kc ¥ 
εはμraμl・{士1}二{土!:.~ )lkE:Z}を満たす正数にとる.

¥ 0 11 

このとき VI[μl]m)(s)二 Zlakexp(2πikS/ε)と展開されるの

でほ(μIs)I=IVI[μl]m)(s)I・1m(s)m/2→ O(Im(s)→∞)で

あるのでg(s)は Gの近傍で有界である. (証明終わり)

よってj(s)E:Pm(r)のとき，aoはrのcuspであり μ(ε

SL (2， R))として μao=∞ととる.ε はμraoμl・{士1}=

11 kc ¥ 
{:t( = .~ IlkE:Z}を満たす正数にする.このとき fの α。にお
¥ 0 11 

ける Fourier展開が

VI[，u-l]m) (s)エEGK叫 (πiks/ε)， 

であるなら ak二 u(k号)が成り立つことも同時に導かれる.
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