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Abstract 
We study relationships between the semi-invariant and it's automorphic form， then we ana-
lyze the series of diff，巴rentialequations which make constraints on the automorphic forms. 
Special functions， such as elliptic function or hypergeometrics， are all charactorized by their 
differential equations. In like manner， it is possible that the rational type solution of non 
linear differential equation with constant coeffici巴ntscan give automorphic forms th巳 intrinsic
charactoristics. 
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Sec 9 Schwarz微分と保型形式

ここで半不変式と保型形式の関係について系統的に議論し

ておこう.楕円関数や超幾何関数などの枢要な特殊関数はそ

れが従う微分方程式によって特徴づけられているが，保型形

式は非線型ではあるが1階および2階の定数係数の微分方程

式の原点近傍における有理形解で特徴づけることができる.

独立変数μ，従属変数Cに対して

{ S-'μ}二(s-"/ご)，ー(ピ/{) 2/2 

とかき，この量をμに関する tのSchwarz微分という.複

素平面上の単連結領域Dで，関数Q(μ) は正則であるとす

る. 2階の線形微分方程式:

内)+すQ(J.lh，• (J.l)二 O )
 
-(
 

の基本解の Iつを (p，(μ)， P2 (μ) )と書くとき， P2 (μ) /p， 

(μ) = s-(μ) は3階の微分方程式

{S， μ}二 Q(μ)

を満たす.逆に η(μ) をD内の点μ。で正則であるような上

式の解とすれば(1)の互いに 1次独立な解p，(μ)， P2 (μ)が

あって， P2 (μ) /Pl (μ)二s-(μ) と表される.なお，この場合
Pl (μ。)= 1とすれば， (Pl (μ)， P2 (μ) )は唯一確定である.
これは，以下のように示される.Pl (μ)， P2 (μ) は(J)の基

本解であるので，
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とかけるので，

|川一P2山刈川2〆巾川(いωμμ) p山川川1パ必川州(いω州μμ州)川1=1ド川川p恥“山川2〆刈川(いωμμ) p恥山川川1バ~川叶叫(J.lω川叫μμぺ斗)1午|卜二
P2(μ) Pl (μ) I I P2 (μ) Pl (μ) 

つまり， 1 P 2 P 11は定数であって，これを 1として一般性
I P2 Pl I 

を失うことはない.このとき，
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ど/s'三一2 ・~， {s"/s'}'二一 2 ・ ~+2・ (~l'y
Pl - Pl¥Pl/ 

となる.ここで， p/'二一(1/2)・Q(μ)Plであるから，

{ s'μ}= {s"/sγ-{S"/S'}/2=Q(μ) 

が得られる.逆にこの3階の微分方程式のμ=μ。において正

則であるような解を s(μ) とかき，この解のμ=μ。における

初期値を s(μ。)， s' (μ。)， s" (μ。)とする. s(μ) はμ=μ。で

正則であるので， S'(μ。)ヰOである.よってこの線形微分方

程式の基本解で初期値が

(Pl (μ。)， P2 (μ。))= (1， s(μ。)) ， 

(P/(μ)， pz' (μ) ) 

一/二芝生よ 2ご(μ。)2-s(μ。)S"(μ。L¥
¥ 2 s(μ。)， 2ご(μ。 )

であるもの選ぶことにする.こうすると s(μ)=P2(μ)/Pl 

(μ) となることをいえばよい.そして，それには初期値が

一致することをみれば十分である. (Pl (μ)， P2 (μ) )のμ。に

おける初期値について

[P2/P1J"= s(μ。)， 

P2'(μ) Pl (μ。)一P/(μ。)P2 (μ。)
[P2/P1J'1'=μ。 Pl(μ0) 2 

=s'(μ:0) ， 

であり，同様に [P2/P1J"，uO=ご，(μ。)が示される. (証明終

り)

したがって，(J)で， 1]" (μ)=0の解はμについて 1次式で

あるから

s=(αμ+β)/(γμ+δ) (( oβ)εGL(2， C)) 
1γα/ 

φ{s，μ}=o 

であることが導かれる.また， ds/dμ=dS/du・du/dμ であ

るから

{ s'μ}t(手/if十倍/~;n
={s， u}(du/dμ)2+{U，μ} 

が成り立つので U→μとして {μ，s}(ds/dμ) 2十{s， 

μ}=oがいえて，さらにμ→(αs+β/γs+δ) とすると

{s' ，u }={S' 告書}(:~y +{手5，μ)
=防王子，μ}(まY+{三45，μ}: 
(~ ~)一二(~: ~:) 
={出， ，u}: [(日)EGL弘 C)] 

が得られる.最後に上式でμ→(αμ+β/γμ+o)を代入す

れば

{ s'手引=-{μ，c}(jt)2(如 +O)4/
(α6一βγ)2

={s'μ}(γμ+δ) 4/ (α6βγ)2 

であることが導かれるので

{ s'芳45)・(3312二 {s'μ}: 
[( oβ)EGL(2， C)] 
1γα/ 

(2) 

なる Schwarz微分がもっ基本的性質に関する公式が得られ

る.以上の準備のうえで保型形式および保型関数の一般的定

義からのべることにする.

複素数体Cに∞を加えた Riemann球面 Cをとる.

c-{∞}ではs'c一{O}では S-lが局所座標になってい
る. c上でSL(2，C) は1次有理変換:

c →手~ ((日)ε山叶

としてはたらしこのとき， kernelは土1であるので PSL

(2， C) = SL(2， C) / :t 1を導入すれば，射影特殊線形写像群
PSL(2， C)が Cに作用するということでもある.PSL(2， 

C)の部分郡rとCの領域Dに対して， rの要素がDを
Dの上に写像し Dの任意点品について，集合 {σ(品)Iσε 

r}がDの内部に集積点をもたないとき，部分群rが領域
Dに真性不連続に作用するという.

{ oβl 
σ=( ~ /")が同じ固有値をもっちき， σは放物裂 (para-
1γα/ 
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bolic)であるといい，その不動点 (σ(α)二 αとなる点)を

その放物型不動点であるという.部分群Fが放物型が要素

をもち αがその不動点であるとき，。をrの放物型不動点
または尖点とよぶ.定義から明らかなように尖点はrが真
性不連続に作用する領域 Q に含まれない.いま

であることが条件である.つまり， (4)はh(S-)が指数 2k

を持つための必要条件なのである.

部分群Fについての指数 2kの保型形式 h(S-)で， k次

微分h(S-) dS-kが各尖点の Riemann面上の像において，高々

(k-l)位の極しかもたないときには，これを指数 2kの

尖点形式とよぶ.そこで，整保型形式が尖点形式であること

o=ou{rのcusp全体} (3) を判別する手段として尖点およびその Riemann面上の像に

とかくと，商空間 o/rには 1次元複素多様体であるとこ

ろの Riemann面の構造が自然に入る.これが (0，r)の

Riemann面と呼ばれるものである.商空間 o/rは o/rの

なかで桐密である.この小論では o/rがコンパクトな

Riemann面のときを論じることにする.

つぎに， Riemann面 Mの点 pのまわりで局所座標Cの局
所有理型関数h(S-)を用いて， h (S-) dS-kと表される量を h

(S-)の k次有理型微分と呼ぶ、ことにする.ここに， kは整数

であり τ(μ)(判Lh(C)であるときに限り， h (S-) dS-k二 τ
¥dS-! 

(μ)・dμkである.すなわち， M 二 UVα(Vα:局所座標ひの

近傍)であり， Vaで、のふの有理型関数の組 {ha(S-a)}がん

にα)dS-aK=hs(会)dS-sk (Vanvβ) を満たすところの M上の
1つの k次有理型微分を定義する.さらに Cの領域 Q に真

性不連続に作用する PSL(2， C)の部分群をrとし， (0， 
r)のRiemann面M二 o/r二 (0u {rのcusp全体})/rは

コンパクトである.0の有理型関数 h(S-)と整数kに関し

てh(S-) dS-kが Riemann面M のk次有理型微分に拡張される

とき h(S-)は rに関する指数 2kの有理型保型形式 (mer-

omorphic automorphic form) と呼ぶ.

特に kが正の整数のとき， k次微分 h(S-) dS-kが高々尖点のと

ころでだけ k位以下の極しか持たないとき，h (S-)を指数-

2kの整保型形式と呼ぶ.ここで， M上の点pの局所座標を

5とかき h(S-)dS-k=τ(s) dskとおくとき r(s)の，点pにおける

極の位数を， rにおける h(S-) dS-kの極の位数とよぶことにす
る.このとき，h (S-) dS-kがk次有理型微分であるためには

h(手3)(d(53)/匂)
刊記~)(山)ぐ ~)ε山川

とし〉うことから

h(αS-+β/γS-+δ) = (γC十δ)-2kh(S-) 

( Iδβ}司) (4) 
¥γα/ 

ついての標準局所座標の組を導入しよう.α をrの尖点と
するとき，複素数cを適当に選んで

S-1二 c/(s--a)，(J=(~ c) 
¥ 1 - al 

とすれば S-=aは∞に写り， σ1rσ の要素で∞を不動点とす

I 1 1 ¥ 
る要素のみがつくる部分群が!= = 1で生成される無限群に

¥ 0 11 

なるように選べる.このとき， q士郎p{i2π. S-1}とおいて，

(S-l' q) を尖点 Gおよびその像についての標準局所座標と

よぶことにしよう.kを正の整数とし， h (S-)をrに関する
保型形式にする.さらに対応する k次微分を

h (S-) dS-k二 g(S-I)dS-1k二 τ(q)dqk 

と3通りの表現を用意してみる.いま

dq/dS-1二 i2πq， g (S-I)ニ r(q){dq/dS-1}k二 {i2π}k r 

(q) qk 

であるので， h (S-)が整保型形式(尖点形式)であることと，

g(色)が qの関数として

q=Oで正則かつ零点をもつこととは同値である.

Fを領域 Q に対し真性不連続に作用する PSL(2， C)の

部分群， kl' k2， .・， kNを正の整数とし，ZI二 2kl' 

z2=-2k2，・・ ZN二一2kNとかく.指数 2kl'-2

k2，・・ -2kNのrに関する保型形式を h1(S-)， h2 
(S-)，・・， hN (S-)， (dl' d2，・・， dN; p)型の半不変式を

宮(.;-/的， S1(1)，・・， ξN(叫， ξN(川・・)で表す Bの変数ごj(t)

に代えて

{Zj (Zj-1)・・ (Zj-[十1)}-1・(d/dS-)lhj(S-) (5) 

を代入した量は rの指数 2 (~djkj +p)の保型形式である.

h1(S-)， h2(S-)，・・， hN(S-)が整保型形式ならば整保型形式

であり，特に Eの重さ pが零でなければ尖点形式になる.

一般に，代数多様体の部分集合Sに対して， sを含む最小
の部分代数多様体を SのZariski閉包と呼ぶ. S上で零をと
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る多項式は Sの Zariski閉包上でも零になる.いま， h， (S-)， 

h2 (S-)，・・， hN (S-)を指数がそれぞれ Z，二 2 k" Z2二 2 

k2，・・， ZN二 2 kNである Fに関する保型形式とする.r 
のZariski閉包が PSL(2) である場合には {h，(S-)， h2 

(S-) ，・・， hN (S-)}に対応する C {((d/dS-)河); 1孟 j孟

N}の微分イデアルは {Zl' Z2' ・・， ZN} にかんして sl(2) 
認容になる.さらに， rの保型形式 h，(S-)， h2(S-)，・・，
hN (S-)の共変式環は{h， (S-)， h2 (S-)，・・， hN (S-)}の定数

係数微分多項式形(5)全体の保型形式に一致する.次節にお

いては幾つかの指数の場合について保型形式を規定する微分

方程式の具体形を論じる.
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