
共変式の環と半不変式の環の同型性 III 
Isomorphism between Covariant Ring and Semi-invariant Ring III 

新潟歯学部桜岡 充

孔1itsuruSAKURAOKA 

The Nippon Dental University， Hamaura-cho 1-8. 

Niigata 951-8580， Japαn 

(2005年 11月 24日受理)

Abstract 
The finite generated of an invariant ring found by Jordan is shown by making use of Hilbert base 

theorem. It will be also introduced that the considerations of Cayley-Hilbert on the necessary and 

sufficient condition for the null-form of a form of degree n. 
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Sec 5 不変式環の有限生成性

指数 m の同次同重多項式からなるベクトル空間を V

[m]であらわすとき， Sec 2でのべたように，不変式環 K

[と]から V[m]への身寸影作用素 rr[m]が定義され

K[ご]二宮V[m]

と直和分解される。ここで，

ぶぶ(一 I)I(m+])! マョ: i dtgtH[m] (l) 
泊0&-01 ! (m十1+])! 

で与えられる K[ξ]に作用する微分作用素を導入しよう。

このとき， d-同次， p同重多項式併に対して， OlifJE V

[M十21] (ここに M二 nd-2p)であるので

[Q)， LJI]二 1(M + 1 + 1) LJI-l Q)lifJ 

であるo したがって，LJIQ)1φ(!ミ0) はd 同次， p同重な

ので， iS)O(ゆ)をつくると

∞(1) I(M + I) ! 
2D(4)=E l!(M+l+l)J222V 

∞(一1)I(M十1)!
二主/!(M+l+l)1LJIQ)l+lφ 

+喜久JUhtl1iJ[2，212tφ

=0 

より O(ゆ)は (d，p)半不変式でなっている。したがって，

O自身が半不変式なら O(φ)二 φ である O さらに，不変式

φに対しては， ind(φ)ニ O なので
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であるから 2φ=LJφニ O。よって任意の/， mとO に対

しては

LJIQ)lrr[m] (φψ)二 LJIQ)l(φrr[m]ψ)二 φLJliS)lrr[m]ψ

ここに ψは任意の多項式でよい。このことを用いると

∞∞(-1) I(M + 1) ! 
D(φψ) 二三~-h-石I工7工寸十LJIQ) lrr[m] (φψ) 

二 φD(ψ)

こうして，(J)で定義される微分作用素は， (d， p) 同次同

重多項式ゅに対して O(φ)は (d，p) 半不変式を与え，

半不変式 ηについては D(η)=η を与える.そして不変式 φ

に対してはまったく任意の多項式 ψ について D(φψ)二

φO(ψ) を満たす。

つぎに，定数項をもたない不変式全体からなる K[ξ]の

部分加群を Jとするとき， Hilbertの基底定理より 同次不

変式の基底 φl'も，・・・・， <Trが存在して

J二 K [と]・φ1十K[と]・φ2+・・・+K[ξ]・φr
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とかける。そして，任意の同次不変式 φはK[φl'も，・・・・，

φrJ の要素である O これは以下のように示せる: まず，

同次式の次数が Oの場合は自明である。 (d-I)次以下の同

次不変式は K[φ1，φ2'・・， φrJの要素であると仮定する O

次数dの同次不変式であるとき

φ=Olφ1+O2φ2十・・・+φr<Tr(φiは多項式)

と書けるので，この両辺に微分作要素 Dを作用させれば

φ=D(φ)=φlD(Ol) +φ2D(φ2) +・・・+φrD(ゐ)

である O φiの指数は Oであり同次同重多項式であるから Oi

( 1三三百r) は同次同重多項式で指数Oである。 Dは指数を不

変に保つ微分演算子であるのだから D(φ)(1壬i壬r)は指数

Oの半不変式つまり同次不変式である。さらに

deg(D(φi) )工deg(φi)ニ deg(φ)-deg(φi) <d 

である O こうして，任意の同次不変式 φはK[φl'φ2'・・，

φrJ の要素なのである。ゆえに 不変式

f(ξ|ド主C)代 位)

全体は K[.;-J の部分環であって， K上有限生成なのである O

つぎに，共変式環の有限生成性の議論に移る。 GL(2) の

l次の多項式表現に関して， 1次多項式表現ρ(X) の多項式

としての次数を dとすると， g (X)エ(detx)d.ρ(x-1)は多項式

である。 ρ(x)ρ(x-1)=ρ (I) = 1 なので ρ(x)g (x) = (det 

X)d。また， det x二XllX22-X12X21 は既約であるので ρ

(x) = c(det x) Pである定数cと整数pが存在する。 x=1と

すればc二1，よって ρ(x)二detxPである O つまり ，GL(2) 

の l次の多項式表現は pを負でない整数として，

x ト→ detxP 

によってすべて得られる。

多項式環 K[X11，X12' X21' X22Jの要素については定数倍

をのぞけば既約多項式の積への分解はつねに一意的に可能で

あるので， GL (2)の (n+1)次の有理表現ρ(x) の分母は

多項式である。これを q(x) とすれば q(x) は定数倍を除い

て一意である O いま， xに独立な K[xll' X12' X21' X2ZJ上

に成分をもっ 2次の行列を yとすればρ(xy)=ρ(x)ρ(y) で

あるから ρ(xy)，p (x) ，ρ(y) それぞれの分母聞には λq

(xy)二q(x) q (y) なる関係が存する O よって分母に q(x) で

なく p(x)ニ q(x)/λ を用いれば， p(xy)二p(x)p(y) であり p

はGL(2) の l次多項式表現を与えることになる。それゆえ，

負でない整数 mが存在して p(x)=det xmとなる。よって，p 
(x)二detxm・ρ(x) とおけば戸は多項式表現をあたえるので

ある。ここで Q プロセスにふれておこう oX1， X2，・・・， Xm 

をm次元ベクトル空間 V上の座標関数， ρをVに作用する

GL(2)の有理表現とする。 X1'X2，・・・， Xmの多項式を A

(x) とかくとき detsgA{ρ(s)x}が sについて多項式となる

ような負でない整数 gをとる。このとき負でない整数 rに対

して

1 (x) = [nsJ r detsg A {ρ(s) x} I日

と定義すると

I(x)ニ o(g> r)， 1 {ρ(s)x}二detsr-sI (x) (sεGL (2)) 

である。これは，以下のようにして示せる:A{ρ(s)x} =G  

(s， x)， detsg A {ρ(s)x}エK(s， x) とかくと， A{ρ(st)x}=G 

(st， x)二G(s，p (t)x) なので det{st}gを両辺に乗じてやる

と

K (st， x)二det{st}gG(st， x)二detsg・dettg・G(s，ρ(t)x)

二 dettg・K(s，ρ(t)x).

一方，仮定により K(s， x) はsの成分について多項式な

のであるから

det tg [nsJ rK (s，ρ(t)x) = [nsJrdet tg・K(s， p (t)x) 

= [nsJ r K (st， x) = deUC [nstJ rK (st， x)， 

なので [nsJrK (s，ρ(t)x) = deUC-g [nstJ r K (st， x) がいえ

る。この関係式に 5二Oを代入すると I{ρ(t)x}=det t'叶 (x)

が得られる。

さて， (n + 3) 次元ベクトノレ空間の座標を(ご;xo' X1) == 

(と(OL-・・， .;-(n); XO' x1) で表し， GL (2)の作用を

戸(s)(ご;xo， x1) = (仇 (s)ξ(xo，X1)cl) (sεGL(2) ) 

であたえると，pはGL(2) の (n+3)次の有理表現になる。

非同次変数 zについての m次向次多項式 F (ξ; xo' X1) 

が， F(ご'xo'X1)二xomF(ξ;z) なる関係で対応する。した

がって，指数 m，重さ pの共変式には xo'X1に関して m次

同次の K[ξ(叫， .;-(九・・・， ξ(n) xo' x1J の要素 F(ξ ，XO' 

Xl) のうちの

F(ん (s)ご (xo'X1)s-I) =det sPF(ξ; xo' x1) (sεGL (2)) 
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を満たすものが対応する。そこでこの F(と:xo' X1) も指数，

重さ (p，m) の共変式と呼ぶことにする。こうして，非同

次変数zのかわりに，同次変数 xo'x1を用いて K[ξ，XO' 

x1Jのなかで考える。ご(O)，・・・， ξ(n)，Xo' X1をもたない Kの

要素のみから成る量を定数項とよぶことにする O 定数項のな

い共変式全体で構成された K[ξ，xo' X1J の部分加群(イ

デアル)を Jとすると， J長K[.;-，xo' x1Jであり， Jはxo'

hについて同次イデアルに止まらず，重さについても同重の

イデアルであるので，指数，重さ (mj，pj) の共変式 φ

(と:xo' X1) が存在して

J=K[ふ xo' xJφ1+・・・ +K[ξ，xo' x1Jφr 

と書けるo ここで，指数，重さ (m，p) である共変式 φは

K[φl'・・・， φrJ に含まれる。これには φのと(円・・， ξ(n)o

xo' X1に関する次数に対する帰納法をみる。次数 Oのとき，

定数項なしの共変式は Oであるから次数d二Oは自明。 Jに

含まれる次数が (d-])以下の共変式は K[φIr--，φrJ に

含まれるとする。 φはd次の Jに含まれる重さが pの共変

式とする o <Þ I(I~玉 i~r)の次数は l 以上であるので (d- I) 

次以下の多項式 Aj(ξ:xo' X1) が存在して

φ=ヱAi・φz

とかける。両辺に sEGL(2) を作用させれば

det sPφ(ξ: xo' X1)二 φ(ん (s)と (xo'X1)s-1) 

= ~det sP'A， (ρ(s)ξ(xo' X1)s-1)φ(ご:xo' X1) 

が得られるo両辺に detSlを乗じて [OsJP+lを作用させると

[Qp]P+tdet sP+tφ(ご:xo' X1) 

=玄[O.JP+ldet sP1+lA1 (向(s)ξ;(Xj' x1) S-l)φj (ご;Xo， x1) 

であるのでs=Oとしてやれば，

い CP+l.φ(ξ;xo' X1)二塁1(ξ: xo' X1)・φi(ξXo' x1)， 

ただし， Ij (ご;xo' x1) = [OJP+ldet sP;+lAi (ρ(s)と;(xo' x1) 

s) Is~o' が得られる。重さは正であるから， lj (ξ; xo' X1)は

次数が (d-I)以下で重さが (p-Pj) の共変式であるとい

える。帰納法の仮定は Ij(I孟i壬r) が K [φl'・・・， φrJ の要

素であることなのだから φ はK [φl'・・・， φrJ の要素であ

る。(証明終り)こうして共変式

f(ごIx) 二主 (~)ξ(l)x 1 (3) 

の全体は K[ξ，xJ の部分環で， K上有限生成であることが

分った。 oプロセスは rXr行列についても全く同様に成立

するので，一般線形群GL(r) についての不変式環，共変式

環の有限生成性も同様である.

つぎの節で，不変式および、共変式多様体への導入準備とし

て零形式にふれておこう.

Sec 6 零形式

n In¥ 
基本 n次形式 :f(ξIxo'x1) ~ ( ';) .;-(l)xon-lx1で定数項をも

たない不変式全体からなる K弓ぷ・・，.;-(n) Jのイデアルを

Jで表す。 Jのすべての要素 η(';-(0)，...， ξ(n)) に対して

が0)，・・・， α(n)が η(α川・・・， α(n))ニOをみたすときの n次
n In¥ 

形式:f(αIxo' x1)二ZIll dt)Xon txJをn次零形式と呼ぶ。

重さ pのd次同重不変式

η(ξ)=ECto ん・ [';-(0)J 10・・・ [.;-(n)J ln 

において，指数公式より nd=2pであるから

~+・・・+4，ニ d， 11+2/2十・・・ +n4，二p二nd/2

であるo ここで n次形式の nを2rまたは 2r+1で表すこと

にする。ここでん二L二・・ェL二Oとすると

nd/2= ~ j~;::三 d(r十I)= (2r十J)d/2+1/2
j=r+l 

となり不合理，つまりん，・・・， lrのうち少なくとも lつは零

でないことになる。つまり不変式 η(ξ) の各項は ξ(OL-・・，

.;-(r)のいずれかを必ず含んでいる‘

このことから n次形式 :f(αIxo'x1) =ヱl;ltoxonVが

重複度(r+])以上の l次因数をもつなよn次形式 :f(αIx，

xJ は零形式であることがいえる。なぜなら，

f(αIxo' x1)二(coxo+c1x1) r+l・g(α:xo' X1) 

とかく oβ0'β1をβ山一βlCO宇0であるよう，適切に選んで，

(Yo' Yl) = (β内十βlXl' C山 +C1X1)，σ=[。ヤ)で表す。

いま f(αIxo'x1)を (Yo' Yl) を用いてかミlとし1

f(αIxo' x1) =Ylr+1・h(α;Yo' Yl) 
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の形に表される。したがって

f(向 (σ一1)αIyo. Y1) = (仇 (σ)仇 (σ一1)αI (YO' Y1)σ-1) 

=f(αIxo. x1) 

=Y1r+1・h(α;Yo' Y1) 

In¥ 
を得る。つまり，これを ~\I)ß(旬。n-lX1 o と書き表すとき

β(0)二・・・=β(r)=oを示している。それゆえ定数項を持たな

い重さ pの不変式 η(ξ) に対しては η(α)ニ detσ一切(仇(σ)

α)=0 である。つまり .f(αI XO' X1)は零形式である。

(証明終り)

m1次および m2次の同次多項式

G(α; XO' X1) =写 (~1)α (l)xom1-1X1 1• 

H(β; XO' X1) =ヰ (~2)β(l)xom'-IX1 l • 

m1 
について.G. Hのそれぞれが G(α;XO' I) =αoII (x。

ロ"
Uj). H(β; XO' I) = soII (XO -Yj) と分解されるとき

R(G，H)士 αom2βom.HP(ui-VJ)

をG(α;xo' X1) とH(β ，Xo'X1)の終結式という。 G

(α; XO' I) =H(α; XO' 1) =0が共通根をもつことと R(G.

H)=O は同値である。さらに，指数mの共変式:F(ξ ， XO' 

X1) =~ \'~') a(l) (ξ) Xom-lX1lはRぬ剖の定理より指数 m の半

不変式 α(叫)をもちいて F(ξ:xo' X1)二平 L1la(O)(ξ) Xom-1 

x1l/1 !と書けるので

α(1) (ξ) = (m-l) ! .L1lα(0) (ξ)/m! 

である。また.2)L1la(的(ξ)ニ [2).L1l]α(的(ξ)=1 (m-I+ 

I)L1l-'a仰を用いて半不変式聞の以下の関係式を得る:

~~ aR (f1 • f?) 
(2)， + 2)2) R (f"ι)=EE 時/l) ・';j(件 1)二O

θR(九 f?)<'11 + L12) R (f1O ι)二事手 持イ・ (mj-l)とi(件。
ニ O.

である。これより R(F 1 • F2) (ξ)=R(j" j;)(α1 (ξ) .αz 

(ξ)) に注意して.(4)を用いると

2)R(F1• F2) =0. 

L1R(F1• F2)ェ O.

なることが示される。これより終結式 R(F1 • F2)がSL

(2)の下で不変であることになり .f(ξIxo • x1)の不変式で

あるということになる。こうして，

“指数が m10 m2の共変式 FI(ξ; XO' X1). F2(ξ; XO' X1)の

終結式は不変式である"ことが判った。それでは n次形式

f(αIxo • X1)が零形式であるとき f(αIxo. x，)は重複度 r+
l以上の l次因子を持つであろうか。(ここに rはn/2を超

えない最大の整数である。)答は YESである。以下にそれ

を示そう。

Ck (と)ニ援(一 I)l(2n仰 2k叫(一!)k(2kk)ゲ)2

(k=l.・・・.r) 

と書くことにするoCk (ξ)はS配 2で定義したf(ξIxo. x1) 

の自身との 2k次半不変極 A2k{f.f}そのものであるので，

指数が mk=2n-2・2k=2(n-2k) の半不変式である。そこ

でCk(ξ) に対応する指数が mkの共変式として

Fk(と;XO' X1)ニ Xomkexp (X，/XO・L1)Ck (ξ) 

二 Ed℃k(と)Xo mk-r X1l/ l! 

2)a(l) (と)ニlα(l-1)(ξ). L1a(川ξ)

= (m-l)α( l +1) (ξ) (4) を考えるom1，・・・.mrの最小公倍数を m. A，.・・・，んを未

定係数として

ここで. F， (ξ; XO' x，). F2(ξ; xo' X1) をそれぞれ指数

がm10 m2の共変式.j;(.;lxo. X1). j;(ξIxo • x，)をそれぞ

れの m10 m2次形式とする。このとき.Fj (ξ; XO' X1) =fj 

(αi (と)Ixo • X1) 0=1.2) である。ところで終結式 R(f"

j;) (ふ. ';2) は j;(晶 Ixo • x1). j;(らIxo. x，)の同次不変式で

ある。すなわち 2).L1に対応すると1にはたらく作要素2)j，

L1jをとれば，

孟λkFk(ξ: xo' X1)m川 =u(ξ;XO' X，) 

なるものを導入すればUは指数mの共変式になる。 n次形

式f(ξIxo. X1) とU との終結式 R(j.U) (ξ) をつくれば前

述の通りこれは不変式である。いま. f(ξIxo. X1)が零形式

であるので.R(f. U) (ξ) は定数項は持たないから R(f. 

U) (α)=0である。したがって.f(αIxo. x1) とU(α ，Xo， 

x1)が l次因子を共有することになる。 λl'・・・， λrは未定係
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数なのであるから，このことはf(αIX 0， X 1)， F 1 (αI xo' 

X1) ，・・・， Fr(α; xo' X1) が 1次因子を共有することを示し

ている。 GL(2)の適切な要素をさようさせれば，その共有 l

次因子は X1であるとして一般性をうしなわない。このとき，

f(αIxo' xl)， FI (α ，Xo' X1)，・・・， Fr (α ; xo' X1) はx。だ、け

の項を持たないので，

α(0)=0， Ck (α)二 o (1三三k壬r)

を得lる。つまり

(-J)叩 (t~玉 k三三r)

である。これで，a(O)二 Oから始めて順次 α(1)二0，・・・，

α(r)二Oカまいえる O こうして

f(αIxo' xl)二 Xjr+l• g(α; Xo' X1) 

と書けることが示された。以上を以下の表現でまとめておこ

う:“n次形式f(αIxo'x1) が零形式であるための必要十分

条件は，f(αIxo' xJ が重複度 (r+[)以上の l次因子をも

つことである。ただし， r二 [n/2J."

次には，不変式多様体の具体例を提示することに話題をす

すめたい.
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